RAZON DE CAMBIO

En esta seccion veremos algunas aplicaciones de la derivada, centrandonos en su
interpretacién como la tasa de cambio de una funcién. Estas aplicaciones incluyen
la aceleracién y la velocidad en fisica, las tasas de crecimiento de la poblacién en

biologia y las funciones marginales en economia.

Férmula de la cantidad de cambio

Una de las aplicaciones de las derivadas es estimar un valor desconocido de una
funcidn en un punto utilizando un valor conocido de la funcién en algun punto dado
junto con su tasa de cambio en el punto dado. Silos valores de f(x) es una funcion
definida en un intervalo [a, a + k], entonces la cantidad de cambio de f(x) sobre el
intervalo es el cambio en los valores y de 1a funcion en ese intervalo y viene dada

por:

flath)—f(a)

La tasa de cambio de 1a funcion f en ese mismo intervalo es la relacion entre la
cantidad de cambio en ese intervalo y el cambio correspondiente en los valores x.

VViene dado por:

flath) —f(a)
h

Como sabemos, 1a tasa de cambio instantanea de f(x) en a es su derivada.

flath) —f(a)
h

f'(@ = lim



Para valores suficientemente pequefios de h, f (a) ~ f(“%)_fm) Podemos entonces

resolver para f(a + h) a fin de obtener la formula de la cantidad de cambio:

fla+h) = f(a)+f (@h

Podemos utilizar esta formula si solo conocemos f(a) + f (a) y deseamos estimar el

valor de f(a + h). Por ejemplo, podemos utilizar 1a poblacion actual de una ciudad y

su tasa de crecimiento para estimar su niumero en un futuro préximo. Como

podemos ver en la siguiente figura, estamos aproximando f(a + h)

Por las coordenadas y en a + h enlalinea tangente a f(x) en x = a. Observe que la

exactitud de esta estimacidon depende del valor de h asi como del valor de f'(a).

(a + h,

(a, f(a))

error al utilizar f(a) + f'(a)h
para estimar f(a + h)

(@ + h, f(a + h))
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Figura. El nuevo valor de una cantidad modificada es igual al valor original mas la

tasa de cambio multiplicada por el intervalo de cambio: f(a + h) = f(a) + f'(a)h.

Ejemplo

Estimacion del valor de una funcion
Si los valores de f(3) = 2y f’ (3) = 5, estime f(3,2).

[Show/Hide Solution]

Solucion

Comience por calcular h. Tenemos h = 3,2 — 3 = 0,2. Por lo tanto,

F(3.2) = F(3+0,2) = £(3) + (0,2) f' (3) = 2+ 0,2(5) = 3.

Movimiento a lo largo de una linea

Otro uso de la derivada es el de analizar el movimiento a lo largo de una linea.
Describimos la velocidad como la tasa de cambio de posicidn. Si tomamos la
derivada de 1a velocidad, podemos encontrar 1a aceleracién, o 1a tasa de cambio de
la velocidad. También es importante presentar 1a idea de rapidez, que es la
magnitud de la velocidad. Asi, podemos enunciar las siguientes definiciones

matematicas.



DEFINICION

Supongamos que 8 (t) es una funcién que da la posicion de un objeto en el tiempo &.
La velocidad del objeto en el tiempo ¢ viene dada por v (t) = &' (t) .
La rapidez del objeto en el momento ¢ viene dada por |v (t)] .

La aceleracion del objeto en ¢ viene dada por a (¢) = v/ (¢) = s"'(¢) .

Ejemplo

Comparacion de la velocidad instantanea y la velocidad media

Se deja caer una pelota desde una altura de 64 ft. Su altura sobre el suelo (en ) £ segundos después
viene dada por s (t) = —16¢% + 64.
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a. ;Cual es la velocidad instantanea de la pelota cuando toca el suelo?
b. ;Cual es la velocidad media durante su caida?




Solucion
Lo primero que hay que hacer es determinar el tiempo que tarda la pelota en llegar al suelo. Para ello,

defina 8 (t) = 0. Resolucién de problemas —16t2 + 64 = 0, obtenemos t = 2, para que la pelota
tarde 2 segundos en llegar al suelo.

a. La velocidad instantanea de la pelota al golpear el suelo es v (2) . Dado que
v(t) = &' (t) = —32t, obtenemos v (t) = —64 ft/s.

b. La velocidad media de la pelota durante su caida es

5(2)—s(0) 0-64

ave — 20 = D) =-32 ft/s.

Ejemplo

Interpretacion de la relacién entre v (t) y a ()

Una particula se mueve a lo largo de un eje de coordenadas en |a direccion positiva hacia la derecha.
Su posicion en el tiempo t viene dada por s (t) = t3 — 4t + 2. Calcule v (1) y a (1) y utilice estos
valores para responder las siguientes preguntas.

a. La particula se mueve de izquierda a derecha o de derecha a izquierda en el tiempo £ = 17
b. ;La particula se acelera o se ralentiza en el tiempo £ = 17

Solucion

Comience por calcular v (t) y a (%) -

v(t) =8 (t) =3t>-4ya(t) =7 (t) = 8" (t) = 6t

Al evaluar estas funciones en t = 1, obtenemos v (1) = -1ya (1) = 6.

a. Dado que v (1) < 0, la particula se mueve de derecha a izquierda.

b. Dado que v (1) <0ya (1) = 0, la velocidad y la aceleracién actian en direcciones opuestas.
En otras palabras, la particula se acelera en la direccién opuesta a la que viaja, haciendo que
|v ()| disminuya. La particula se ralentiza.




Ejemplo

Posicion y velocidad
La posicion de una particula gue se mueve a lo largo de un €je de coordenadas viene dada por
s(t)=t*—0t> + 24t +4,¢t > 0.
a. Halle v(t).
b. ;En qué tiempol(s) la particula esta en reposo?
c. ;En qué intervalos de tiempo se mueve |a particula de izquierda a derecha? ;De derecha a
izquierda?
d. Use la informacion obtenida para trazar la trayectoria de la particula a lo largo de un gje de
coordenadas.

Solucion

a. La velocidad es la derivada de la funcion de posicion:
v(t) = s () = 3t2 — 18t + 24.

b. La particula esta en reposo cuando v (¢) = 0, asi que establezca 32 — 18t + 24 = 0.
Factorizando el lado izquierdo de la ecuacién se obtiene 3 (£ — 2) (¢ — 4) = 0. Al resolver
encontramos que la particula estd enreposoent =2yt = 4.

c. La particula se mueve de izquierda a derecha cuando v (t) > 0 y de derecha a izquierda
cuando v (t) < 0. La Figura 3.23 ofrece el analisis del signo de v () por ¢t > 0, pero no
representa el eje a lo largo del cual se mueve la particula.
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Figura 3.23 El signo de vit) determinz |z dirsccion de = particula.

Dado que 3t2 — 18¢ + 24 = 0 sobre [0,2) U (4, +00), la particula se mueve de izquierda a
derecha en estos intervalos.

Dado que 32 — 18t + 24 < 0 sobre (2, 4) , la particula se mueve de derecha a izquierda en
este intervalo.

d. Antes de dibujar el grafico de la particula, necesitamos conocer su posicion en €l momento en
que comienza a moverse (t = 0) y en los momentos en que cambia de direccién (t = 2,4).
Tenemos s (0) = 4,5 (2) = 24, y s (4) = 20. Esto significa que la particula comienza en el eje
de coordenadas en 4 y cambia de direccion en 0 y 20 en el eje de coordenadas. La trayectoria
de la particula se muestra en un eje de coordenadas en la Figura 3.24.
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Figura 3.24 L=z trayectoria de |a particula puede determinarse analizando v(1).

Punto de control

Una particula s mueve a lo largo de un eje de coordenadas. Su posicion en el tiempo £ viene dada
por s (t) =12 —5t+1. ;La particula se mueve de derecha a izquierda o de izquierda a derecha en
el momento t = 37

Cambio de poblacién

Ademas de analizar la velocidad, 1a rapidez, 1a aceleracion y la posicién, podemos
utilizar las derivadas para analizar varios tipos de poblaciones, incluso aquellas tan
diversas como colonias de bacterias y ciudades. Podemos utilizar una poblacion
actual, junto con la tasa de crecimiento, para estimar el tamafo de una poblacion

en el futuro. La tasa de crecimiento de la poblacion es la tasa de cambio de una

e



poblacidn y, en consecuencia, puede representarse mediante la derivada del tamafo

de la poblacidn.

DEFINICION

Silos valores de P(t) es el numero de individuos de una poblacion, entonces la tasa

de crecimiento de la poblacion de P(t) se define como P'(t).

Ejemplo

Estimacion de una poblacion

La poblacion de una ciudad se triplica cada 5 anos. Si su poblacion actual es de 10.000 habitantes,
¢cual sera su poblacion aproximada dentro de 2 anos?

[Show/Hide Solution]

Solucidn

Supongamos que P (t) es la poblacién (en miles) t afios a partir de este momento. Asi, sabemos que
P (0) = 10 y con base a la informacion, prevemos P (5) = 30. Ahora estime P’ (0) , la tasa de
crecimiento actual, utilizando

P(5)-P(0) 3010 _

4.
5—-0 5

P'(0) =

Al aplicar la Ecuacién 3.10 a P (t) , podemos estimar la poblacién dentro de 2 afios escribiendo

P(2) =~ P(0) + (2) P’ (0) ~ 10 + 2 (4) = 18;

asi, dentro de 2 anos |la poblacion sera de 18.000 habitantes.

Punto de control

Se sabe que la poblacién actual de una colonia de mosquitos es de 3,000; es
decir, P(0) = 3000. Si P'(0) = 100, estimar el tamaro de la poblacién en 3 dias,

donde t se mide en dias.



Cambios en los costos e ingresos

Ademas de analizar el movimiento a lo largo de una linea y el crecimiento de la
poblacion, las derivadas se usan para analizar 1os cambios en los costos, 1os
ingresos y las ganancias. El concepto de funcidon marginal es habitual en el dmbito
de la empresa y la economia e implica el uso de derivadas. El costo marginal es la
derivada de 1a funcion de costos. El ingreso marginal es 1a derivada de 1a funcion de
ingresos. La ganancia marginal es la derivada de 1a funcién de ganancias, que se

basa en la funcién de costos y la funcidén de ingresos.

DEFINICION

Si los valores de C (z) es el costo de produccién de x articulos, entonces el costo marginal MC (z)
ies MC (z) =C' (z).
Si los valores de R (z) son los ingresos obtenidos por la venta de z articulos, entonces el ingreso

marginal MR (z) ces MR (z) = R' (z).

Si los valores de P (z) = R(z) — C (z) es la ganancia obtenida por la venta de x articulos, entonces la
ganancia marginal M P(z) se define como

MP(z) = P' (z) = MR(z) — MC (z) = R' (z) — C' (z).

Podemos hacer una aproximacion

C(z+h)—C(z)
h

MC(z) = C'(z) = I'm
h—0

eligiendo un valor adecuado para h. Como x representa objetos, un valor razonable y pequefic para h es 1. Asi,
sustituyendo h = 1, obtenemos la aproximacién MC (z) = C' (z) = C (z + 1) — C (z) . En consecuencia,
C' (z) para un valor determinado de z puede considerarse como el cambio en el costo asociado a la produccién
de un articulo adicional. De manera similar, MR (z) = R' (z) se aproxima a los ingresos obtenidos por la venta
de un articulo adicional, y M P (z) = P’ (z) se aproxima la ganancia obtenida por la produccién y venta de un
articulo adicional.



Ejemplo

Aplicacion de los ingresos marginales

Supongamos que el nimero de raciones de barbacoa que se pueden vender, x, puede estar
relacionado con el precio aplicado, p, por la ecuacién p (z) = 9 — 0,03z,0 < z < 300.

En este caso, €l ingreso en ddlares obtenidos por la venta de x raciones de barbacoa viene dado por

R(z) = zp(z) = = (9 — 0,03z) = —0,03z> + 9z para0 < z < 300.

Utilice la funcién de ingresos marginales para estimar los ingresos obtenidos por la venta de |a racién
numerc 101 de barbacoa. Comparela con el ingreso real obtenido por la venta de esta racidn.

Solucién
En primer lugar, halle la funcién de ingresos marginales: MR (z) = R’ (z) = —0,06z + 9.

A continuacién, utilice R’ (100) para aproximar a R (101) — R (100) , los ingresos obtenidos por la
venta de la racién nimero 101. Dado que R’ (100) = 3, los ingresos obtenidos por la venta de la
racion nimero 101 son de aproximadamente 3 ddlares.

Los ingresos reales obtenidos por la venta de la racion nimero 101 son

R(101) — R(100) = 602,97 — 600 = 2,97, 0 $2,97.

El ingreso marginal es una estimacion razonablemente buena en este caso y tiene |a ventaja de ser
facil de calcular.

Punto de control

Supongamos que el beneficio obtenido por la venta de x raciones de pescado frito viene dada por

P(x) — —0,03x2 + 8x — 50. Utilice la funcién de ganancia marginal para estimar la ganancia de la
venta de la racién nimero 101 de pescado frito.
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