Criterio de la Primera Derivada

La derivada de una funciéon f es positiva en un intervalo, por lo cual la funcién es creciente en el
intervalo; geométricamente, la grafica de una funcién creciente se eleva cuando x aumenta. Si la
derivada de una funcidn f es negativa en el intervalo, entonces f es decreciente, lo cual significa que
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su grafica va hacia abajo cuando “x” aumenta.

: d  / . o . .
La derivada d_y de una funciéon y = f(x) es su razén de cambio instantanea con respecto a la variable
X

x. Cuando una funciéon describe posicidon o distancia, entonces su razén de cambio con respecto al
tiempo se interpreta como velocidad. Una razén de cambio (intensidad de variacion) con respecto al

. . . : . av .
tiempo. Por ejemplo, un volumen V, el cual varia o cambia con el tiempo, entonces - S la razén o la
rapidez, a la cual esta variando el volumen con respecto al tiempo.

Una razon de Z—Z =10 Cr:—ssignifica que el volumen estd aumentando 10 centimetros cubicos cada
segundo. Si una persona camina hacia un poste a una razén de cambio constante de 3 pies/segundo,
entonces Z—’; = —3 @ie/s. Si la persona camina alejandose del poste, entonces % = 3 pie/s. La razdn
negativa y positiva significan que la distancia x esta decreciendo y creciendo, respectivamente.

Algunas sugerencias para resolver este tipo de problemas: dibuja la ilustracién, designa simbolos
para cada una de las cantidades que varian con el tiempo; analiza el enunciado y distingue cuales
razones se conocen y cudl es la razén que se requiere, plantea una ecuacion que relacione las
variables, deriva la ecuacidon anterior (derivacién implicita); la ecuacion resultante relaciona las
razones segun cuales cambian las variables.

Ejemplos:

1. Un cuadrado se expande con el tiempo. ;Como se relaciona la razén de aumento del drea
del cuadrado con la razén de aumento de la longitud de su lado?

* En cualquier instante el 4rea es una funcién de su longitud: A4 = x?

. : : : dA
* Lasrazones relacionadas se obtienen derivando con respecto al tiempo—- = —

dA

i 2x %en donde dA/dt y d/dt son las razones relacionadas.
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2. Se inyecta aire a un globo esférico a razon de 20 pie3/min. ;A qué razon varia el radio
cuando mide 3 pie?

“w_.n “w__n

* Elradio lo designamos con la letra “r” y su volumen por “v

av _ 20pie’

dt min

dr .
« — evaluando la derivada
dtly=3

s 7z . y 4
* Larelacién entre radio y volumen esta dada por: V = gm‘3

e Derivando: & =2 723
dt 3 dt
_4 (3 2dr>
RN
dr
= A2 —
mnr?

* Pero Z—Z = 20; por lo tanto, 20 = 4nr2dr/dt, se produce:

dr_ 20 5

dt  4mr?  mr2

dr _ 5 pie 0.18 ni )
dtl,_s ~ 9mmin = pie/min
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3.- Un aeroplano de 105 kg de masa vuela en linea recta, al tiempo en que se forma hielo en los
bordes delanteros de sus alas a una razén constante de 30 kg/h.

a) ;Cuadl eslarazon de cambio de la cantidad de movimiento del avion, si vuela a 800 km/h?
M 30 kg/h

. d
Se quiere obtener d—f ,donde p = mv

Sila velocidad es constante (v);

—_ = = — %k _— =
dt  dt h h

b) ¢Cudl es la razén de cambio de la cantidad de movimiento del avién, cuando t=1h, si en ese
instante su velocidad es de 750 km/h y aumenta a una razén de 20km/h?

M 30 kg o) = 7505 = 20 kmy/n2
at 9/hv(1) = dtl._, m/
ap donde p =
atl._, onde p = mv
dp dv dm .
— =m— +v — Aplicando regla del producto
dt dt dt

| _ o _
— = 10> *20+ 750 * 30 =
dtle=y
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TRAZO DE GRAFICAS Y LA PRIMERA DERIVADA

El saber si una funcidn tiene o no extremos relativos es de gran ayuda para el trazo de la grafica; si
una funcidén tiene un extremo relativo, este debe ocurrir en un valor critico; encontrando los valores
criticos de una funcion se obtiene una lista de abscisas que corresponden, posiblemente, a extremos
relativos.

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA:

Si la funcidn es diferenciable en el intervalo (a, b) y “c” es un valor critico en el intervalo. Si f'(x) > 0
para todox en (a,b)y f'(x) < 0 para todo x en (c,b); entonces la grafica de la funcion sobre el
intervalo (a,b) es: a)maximo relativo; b) minimo relativo

 decreciente

(b) minimo relativo

Criterio de la primera derivada para extremos relativos:
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Si la funcién es continua en el intervalo [a, b] y diferenciable en (a, b), excepto, posiblemente en el
valor critico “c”.

e Sif'(x) >0paraa<x<cyf'(x) <0parac <x < b, entonces f(c) es un maximo relativo.

e Sif'(@)>0paraa<x<cyf'(x)>0parac <x < b, entonces f(c) es un minimo relativo.

Ejemplos:

1) Trazalagraficade f(x) = x3 —3x? —9x + 2
La primera derivada es:f"(x) = 3x%2 — 6x — 9 = 3(x + 1)(x — 3)
Los valores criticos son: -

De acuerdo a los criterios de la derivada:

f'(x) >0para—oo <x < -1

ff(x) <Opara—1<x<3

f(—1) = 7 es un maximo relativo
Porlocualpara—1<x <3y f'(x) >0para3 <x <[]
f(3) = —25 es un minimo relativo

La intercepcion se presenta en f(0) = 2

Analizando la ecuacién x3 — 3x? — 9x 4+ 2= 0 indica que -2 es una raiz real y por lo
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tanto una intercepcion en “x”. Dividiendo entre el factor x + 2 se obtiene (x + 2)(x? —
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5x + 1) = 0. La férmula de la cuadratica revela dos intercepciones “x” adicionales:
5+b(-5)2—-4(1)(1) 5++21
X = =
2(1) 2
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f') >0
f creciente

<o
S decreciente

fix) >0
[ creciente

f('—l) es un S(3) es un
maximo relativo minimo relativo

(a)

K Figura 4.38 »
2) Trazalagraficade f(x) = x+ i
2
* Analizando la funcién f(x) = xle indica que no se tienen intersecciones con los ejes.

* Enx = 0 se tiene una asintota vertical.
* Lagrafica es simétrica respecto al origen ya que f(—x) = —f(x)
* Laprimer derivada es:
Fw=-1- 5=t

x? x?
* Losvalores criticos son: =1y 1
* f'(x)>0para—o0 <x<-—1
* f(x)<0Opara—1<x<0
* f(—1) = —2 es un maximo relativo

* f(1) = 2 es un minimo relativo
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-1
f') >0 [ fl<o F@ <0 >0
J creciente J decreciente J decreciente [ creciente

JS(=1) es un

maximo relativo

X = 0es una
asintota vertical

JS() es un

minimo relativo
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