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1. Resumen de las ideas clave

En este articulo vamos a conocer las caracteristicas basicas de la distribucién Normal y sus posibles
aplicaciones practicas con la finalidad de elaborar una especie de catalogo al que acudir para determinar

un modelo de probabilidad para describir el comportamiento de una variable continua.

2. Introduccion

éQué conozco sobre variables aleatorias (V.A.) continuas y los tipos de distribuciones que éstas pueden
seguir? ¢Cémo afectara a los analisis estadisticos el que los datos de una V.A. tengan una distribucién
normal?

Una variable aleatoria se define continua cuando el conjunto de valores que puede tomar es un infinito
continuo, es decir, puede tomar cualquier valor en un intervalo. La distribucién normal o distribucién de
Gauss es una de las distribuciones de probabilidad de variables continuas que aparece con mas
frecuencia en fendmenos reales, frente a otros tipos de distribuciones como las asimétricas o la
exponencial

En este objeto de aprendizaje, conoceremos las caracteristicas y propiedades de la distribucidon normal.
Utilizamos ejemplos y ejercicios donde descubriremos los principales aspectos sobre el calculo de
probabilidades mediante la distribucidn normal y sus principales aplicaciones practicas, para ayudar a la
comprension de las mismas. Finalmente, hacemos hincapié en los conceptos basicos de aprendizaje con

respecto a la distribucidon normal y sus aplicaciones practicas

3. Objetivos

e |dentificar las propiedades de una distribucién normal.
e Determinar cdmo se tipifican las variables Normales.
e  Buscar probabilidades en la tabla de la Normal Tipificada.

e Interpretar areas bajo la curva normal de acuerdo al problema.

4. Definicion y caracteristicas de la distribucion Normal

4.1. {Por qué es importante conocer la distribucion normal?

La distribucidon normal fue desarrollada por Abraham de Moivre, (1667-1754). Posteriormente, Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) elaboré desarrollos mas profundos y formuld la ecuacién de la curva; de ahi
que también se la conozca, mas comunmente, como la "campana de Gauss". La distribucién de una
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variable normal estd completamente determinada por dos parametros, su media y su desviacion

estdndar, denotadas generalmente por uy o

La distribucién normal es la distribucidon de probabilidad mas importante en estadistica, debido a tres

razones fundamentales (DeGroot, M.H., 1988):

Desde un punto de vista matematico resulta conveniente suponer que la distribucién de una
poblacién de donde se ha extraido una muestra aleatoria sigue una distribucion normal, ya
gue entonces se pueden obtener las distribuciones de varias funciones importantes de las
observaciones muestrales, que ademas resultan tener una forma sencilla.

Desde un punto de vista cientifico, la distribucion normal aproxima en muchas ocasiones los
valores obtenidos para variables que se miden sin errores sistematicos. Por ejemplo, se ha
observado que muchos experimentos fisicos frecuentemente tienen distribuciones que son
aproximadamente normales, como estaturas o pesos de los individuos, beneficios medios de
las empresas, la duracion de un producto perecedero, el tiempo necesario para llevar a cabo
un trabajo, etc.

La dltima razon es la existencia del Teorema Central del Limite, establece que cuando se
dispone de una muestra aleatoria grande, aunque presente una distribucién no normal e
incluso distribuciones tipicas de variables aleatorias discretas, pueden tratarse como

aproximadamente distribuciones normales.

Algunos ejemplos tipicos de la distribucidon normal son:

~
~
~

~

4.2.

Estatura de las personas.

T2 de una camara frigorifica.

Dosis de un aditivo.

Precipitaciones anuales de un determinado pais.

Definicidn y Caracteristicas

Se dice que X sigue una distribucién Normal, con media u y desviacion tipica g, con (-ee< p<+ooy g

>0), que se representa con la siguiente notacién:

X~N(u o)
Su Funcién de Densidad viene definida por:
1 _(xp)
f(X)=—r—%e 20°  con (-00< p <+oo)
o271

Ecuacion 1. Funcion de Densidad de la distribucion Normal.

donde los simbolos e y it tienen valores aproximadamente 2.7183 y 3,1416.
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La Funcién de Probabilidad permite calcular la probabilidad de que una variable aleatoria X, pertenezca

a un intervalo [a,b]. Dicha probabilidad se obtiene como:
a
F(X) =j f( X )dx
b

Ecuacion 2.Funcidn de Probabilidad distribucion Normal.

Se cumple que,
j' f(X)x=1
+00

Ecuacion 3. Propiedad de la Funcion de Probabilidad de la Distribucion Normal
El histograma correspondiente a la Funcién de Densidad, tiene forma de una campana simétrica con una
densidad o valor maximo en la media, u y dicha densidad decrece de forma simétrica a ambos lados en
funcién del valor de la desviacion tipica, 0. Graficamente, como se puede apreciar en la figura 1, se
observa que o es la distancia desde la media u al punto de inflexién de la campana (Romero y Zunica,
2000).
El parametro de posicion (es decir, donde caen mas frecuentemente los valores), mas adecuado en
distribuciones normales es la media, yu, que como puede apreciarse en la figura de la funcién de
densidad, se corresponde con la densidad maxima. En las variables que siguen una distribucion normal
la media toma un valor muy préximo o coincide con la mediana y con la moda, con lo ambos parametros
también serian buenos indicadores de posicién.
El indicador de dispersion (mide la variabilidad de mis datos) mds adecuado es la varianza, 02, aunque
realmente el mas utilizado es su raiz cuadrada o desviacion tipica, g, al venir expresada en las mismas

unidades que la variable mediday, por lo tanto, que la media.

Fix)

campana de Gauss

Il--_—_—
T ——— —

I
I
|
|
I
I
|
+

-
=

F 13

@ X

Imagen 1. La funcion de densidad de una distribucion normal
Fuente: http://personal5.iddeo.es/ztt/Tem/t21_distribucion_normal.htm

Respecto a los pardmetros de asimetria y curtosis, toda variable que presente una distribucién normal
tiene un coeficiente de asimetria nulo, como puede deducirse de la grafica de la funcién de densidad,
gue decrece de forma simétrica a ambos lados. Asi mismo presenta valores de curtosis de cero o tres en
funcion de la férmula utilizada en el calculo de dicho coeficiente.
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La distribucién cumple tres propiedades basicas normal que constituyen la base de las técnicas utilizadas
en control estadistico de procesos (Romero y Zunica, 2000). Como puede observarse en la grafica de la
funcién de densidad, se comprueba que en toda distribucién normal, en el intervalo:

1. uz* o seencuentra el 68% de la distribucién.

2. W *20seencuentrael 95,5% de la distribucion.

3. u*30seencuentrael 99,7% de la distribucion.

Es decir existe una probabilidad inferior al 5% de encontrar un valor de una variable aleatoria que siga
una distribucidon normal que difiera de su media en mds de dos desviaciones tipicas y es practicamente
improbable, con una probabilidad inferior al 3 por mil, de encontrar un valor que difiera de su media en

mas de tres desviaciones tipicas.

Un Teorema importante se desprende de las dos propiedades que es establecen a continuacion:

1. Si Xy ... X, son variables aleatorias independientes, con media y; y varianza O , Yy
byyeeenenn b, vy a, son constantes distintas de cero, la transformada lineal Y=
a+(b X+ b,X,), se distribuye también normalmente con media a+b;u;+........... +by py y

. 2 2
varianza by’ Oy +........ +b, o7y .

2. SiXy o X, son variables aleatorias independientes, con media y; y varianza O, cualquier

suma o resta de ellas, Y= X;+...cccueuenene. +X,, tiene también una distribucion normal con media
. 2 2
[T +ygyvarianza 0y +......... +0, .

Es decir, cualquier combinacién lineal de variables normales independientes, sigue también una

distribucion normal.
Veamos algunos ejemplos:

e Ejemplo 1. En una ciudad se estima que la temperatura mdxima en el mes de junio si una
distribucion normal, con media 23°y desviacion tipica 5°. Calcular el nimero de dias del mes en

los que se espera alcanzar mdximas entre 21°y 27°.
e X~ Temperatura Maxima en mes de junio~ N(23, 5)

P(21< X <27)=P(N(235)<21)-P(235)<27)=

21;23)_p( N(0,1)<_27;23): [1-P(N(01)>04)] -[P(N(01)>08)

=07881—(1-0.6554) = 04425

P(N(01)<

Luego el nimero de dias seria: 044425* 30 =13

La distribucién normal 5
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e Ejemplo 2. Las Empresas multinacionales del sector automocion presentan hasta enero del
2009 un volumen de facturacion, que seguia una distribucion normal con media 185 millones de
euros y desviacion tipica 12 millones de euros. ¢Qué porcentaje de empresas facturara entre
160y 200 millones?

X~ volumen de facturacién~ N(185, 12)

P(160 < X < 200) = P(N(18512) < 200)— P(18512) < 160) =
P(N(o,1)<%)— P(N(o,1)<%): [1-P(N(01)>125)] - [P(N(01)>208)

=[1-0,1056]-00188 =0,8756

e Ejemplo 3. El peso del las personas que utilizan un ascensor fluctian normalmente con media
75 kg y desviacion tipica 11 kgs. Si la carga maxima del ascensor es de 500 kgs, ¢cual es la
probabilidad de que al subir 6 personas en el ascensor se sobrepase dicha carga? (Extraido de
Romero y Zunica, 2003).

X~ Peso de una persona~ N(75, 11)

Y~ Peso de seis personas=X;+X,+X3+X;+Xs+Xg~ N(450, 26,9)

P(Y >500) = P( N(o,1)>%)— P(N(0.1)>186)=00314

4.3. El proceso de Tipificacion. La tabla de la distribucion

normal

La distribucion normal con u = 0 y o=1, N(0,1), se llama distribucion normal tipificada o distribucion
normal estdndar y su funcién de distribucién estd tabulada para determinados valores, como se aprecia
en la tabla 1 de la pagina siguiente, ya que, calcular la probabilidad de que una variable normal tome
valores superiores a un z dado, equivale al calculo de la integral de la funcion de densidad y esta integral

no puede estimarse directamente para valores de z, entre 0 y 4, por no existir la primitiva de f(x):

C(x)?

P(N(O,1)>z):oj0f(x)dx: *e 2 dx

<1
Z N2
siendo la representacion grafica de esta funcidn la que se muestra en la imagen 2.

Para calcular probabilidades en el caso de variables normales, con media u y desviacion tipica g, N( y,

o), se debe transformar la variable a una variable normal tipificada, N(0,1) el siguientes proceso:

X—p
o

=
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Imagen 2. La funcidn de densidad de una distribucion normal tipificada N(0,1)
Fuente: http://personal5.iddeo.es/ztt/Tem/t21 distribucion normal.htm

Es decir, que es posible calcular el valor de la funcidn de distribucién de cualquier variable normal en
cualquier punto si conocemos la distribucién de la normal tipificada o estdndar. Sélo tenemos que
convertir el punto a, restandole la media y dividiendo por la desviacién tipica (Pefia, 2001):

a_

P(N(u,0)>a)=P(N(01)>2"#Y=P(N(01)>2)

o
donde el z se obtiene de la tabla 1.

Debido a las propiedades que se especifican a continuacion, es posible calcular también la P(N( u, o)< a),
la P(N( u, o)>-a) y la P(a< N( u, o)< b):

1. Lacurva normal es asintética al eje de abscisas. Por ello, cualquier valor entre -0y +0 es
tedricamente posible. El drea total bajo la curva es, por tanto, igual a 1.

2. Essimétrica con respecto a su media. Segun esto, para este tipo de variables existe una
probabilidad de un 50% de observar un dato mayor que la media, y un 50% de observar un dato
menor.

3. Enconsecuencia, y a partir de estas propiedades, graficamente, podemos observar que
podemos estimar:

a. P(N(pu, o)< a)=1-P(N( u, a)> a), por ser ambas probabilidades complementarias y el

area total bajo la curva esigual a 1

l-..‘\

0 a
Imagen 3. Area de probabilidad menor que un valor “a”
Fuente: http://personal5.iddeo.es/ztt/Tem/t21 distribucion normal.htm

b. P(N(u, o)>-a)=P(N(u,oc)<a)=1-P(N( u, c)>a), por simetria respecto a su media.

La distribucién normal 7
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P(a< N( u, o)< b) = P(N( u, o)< b)- P(N( u, o)< a) = [1-P(N( u, o)> b)]-[ 1-P(N( u, o)> a)]

\

ol a b
Imagen 4. Area de probabilidad de un intervalo

Fuente: http://personal5.iddeo.es/ztt/Tem/t21_distribucion_normal.htm

Tabla 1. Probabilidades de que una normal tipificada tome valores mayores que z

PN

[ L@i" ) \

TAJI

N DISTRIBUCION

Dfm@#{f&; g‘éﬁ;ﬁ%ﬂﬁ“ Normal Tipificada \_
APLICADES | QUALITAT -

Izl 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
35 n.oooz n.oon2 0000z 00002 L2 00002 .ono2 00002 naoooz 00002
34 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002
33 0.0005 0.0005 0.0005 0.0004 LIREIIEY 0.0004 LIRS 0.0004 nano4 0.0004
32 o.oooT 0.00o07 0.0006 00006 [IXELE [ERITIES LI 0.0005 00005 0.0005
3.1 0.0010 0.000% 0.0009 00009 [IREITIE 0.0008 00003 0.000% nooo7? 0.0007
3 00014 0.0013 00013 0.0012 00012 0.0011 00011 0.0010 00010 0.0010
29 00019 0.oo1s 0.O018 00017 [IXEIS 1Y [ERITIB T 00015 00018 naonl4 00014
28 00026 0.0025 00024 0.0023 L0023 00022 00021 0.0021 00020 00019
.7 0.0035 00034 0.0033 00032 [IREIES| 0.0030 00029 0.0028 naonz? 0.0026
26 00047 0.0045 0.0044 DLO043 42 0.0041 [IRHEL 00038 non37 00036
25 00062 00060 0.0059 0.0057 0.0055 0.0054 00052 0.0051 nan49 0.0048
24 0.0082 00080 0.0078 0.0076 00073 0.0071 0.0070 0.0068 00066 0.0064
23 0.0107 0.0104 0.0102 0.0099 0.0096 0.0004 0.0091 0,008 0.0087 0.0084
2.2 0.0139 0.0136 0.0132 0.0129 00126 0.0122 00119 0.0116 00113 0.0110
2.1 0.0179 0.0174 0.0170 0.0166 0.0162 0.0158 0.0154 0.0150 00146 0.0143
20 00228 00222 0.0217 00212 00207 0.0202 00197 0.0192 00188 00183
19 00287 00281 00274 0.0268 00262 0,0256 0,0250 0.0244 00239 0.0233
1.8 0.0359 0.0351 00344 00336 00329 00322 o314 0.0307 00301 00294
1Ly 00446 0.0436 0.0427 0.0418 (L0409 00401 00392 0.0384 00376 0.0367
1.6 00548 0.0537 0.0526 00516 0.0505 0.0495 00485 0.0475 00465 0.0455
15 DL.0668 0.0655 0.0643 D.0630 618 00606 10,0594 00582 00571 0.0559
14 DLOE0E 0LOT935 00778 D.0764 L0749 00735 o722 D.O708 [EREEY L0681
13 00968 0.0951 0.0934 0.0918 00801 00885 008649 0.0853 00838 0.0823
12 0.1151 0.1131 01112 01094 L1075 01057 0.103% 01020 01003 00985
1l 0.1357 0.1335 0.1314 0.1292 0.1271 0.1251 0,1230 01210 0.1190 0.1170
1.0 0.1587 0.1563 0.1539 0.1515 0.1492 0.1469 L1446 0.1423 0.1401 0.1379
0.9 0.1841 01814 DLITEE 01762 01.1736 01711 01685 01660 01635 01611
0.8 0.2119 0.2090 0.2061 0.2033 01L.2005 01977 0.1949 01922 01894 01867
0.7 0.2420 0.2330 0.2358 0.2327 0.2297 0.2266 02236 0.2207 0.2177 0.214%8
0.6 0.2743 0.270% 0.2676 0.2644 .2611 0.2579 02546 0.2514 02483 0.2451
035 03085 0.3050 03015 0.2981 0,2046 0.2012 02877 0.2843 0.2810 0.2776
0.4 03446 0.3409 03372 0.3336 03300 03264 03228 03192 03156 03121
03 03821 03783 03745 03707 01L.3669 0.3632 10,3594 0.3557 03520 03483
0.2 0.4207 0.4168 0.4129 0.4091 04052 04013 03974 03936 03897 0.3859
0.1 0.4602 0.4562 0.4522 0.4483 0.4443 0.4404 0.4364 0.4325 0.4286 0.4247
0.0 05000 0.4960 0.4920 04880 14541 04301 04761 0.4721 04681 04641
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Veamos algunos ejemplos:
e Ejemplo 1: Calcular la probabilidad de que una variable X con distribucion normal del media 4 y
desviacion tipica 2 sea menor que 5.

P(N(42)<5)=1-P(N(42)>5=1-P(N(01)>>—2%

) =
1-P(N(01)>05)=03085
e Ejemplo 2: Calcular la probabilidad de que una variable X con distribucion normal del media 4 y

desviacion tipica 2 sea mayor que -5.

5-4

P(N(42)>-5)=P(N(4,2)<-5)=P(N(01)> )=
P(N(01)>05)=1-0,3085=0,6915
e Ejemplo 3: Calcular la probabilidad de que una variable X con distribucion normal del media 4 y

desviacion tipica 2 sea menor que -5.

P(N(42)<-5)=P(N(42)>5)=P(N(01)> >—4

)=
P(N(01)>05)=0,3085
e Ejemplo 4: Calcular la probabilidad de que una variable X con distribucion normal del media 4 y
desviacion tipica 2 este en | intervalo 3 y 5.

P(N(2<(42)<5)=P(N(42)<5)-P(N(42)<2)=
5- 2-4
2 2
[1-P(N(01)>05)] -(P(N(01)>1)=1-03085-01587 =05328

[1-P(N(01)> 4)]—P(N(O,l)<

5. Cierre

Una variable, X que sigue una distribucion Normal, con media i y desviacidn tipica o, tiene una
funcién de distribucion caracteristica, con la tipica forma de campana de Gauss, con una densidad
o valor maximo en la media, u y dicha densidad decrece de forma simétrica a ambos lados en
funcién del valor de la desviacién tipica, o. Esta funcién de densidad cumple tres condiciones
basicas que constituyen la base de las técnicas utilizadas en control estadistico de procesos: u = o
se encuentra el 68% de la distribucion; u £ 20 se encuentra el 95,5% de la distribucion; u * 30 se
encuentra el 99,7% de la distribucion.

Dos propiedades importantes a recordar para el calculo de probabilidades, se desprenden de la
forma tipica de campana de Gauss de la funcion de densidad:

1. Lacurva normal es asintética al eje de abscisas. Por ello, cualquier valor entre - coy +o0 es
tedricamente posible. El area total bajo la curva es, por tanto, igual a 1.

2. Essimétrica con respecto a su media. Segln esto, para este tipo de variables existe una
probabilidad de un 50% de observar un dato mayor que la media, y un 50% de observar
un dato menor

La distribucién normal 9



A%, UNIVERSIDAD
TNNS:) POLITECNICA
&’ DE VALENCIA

Se cumple la condicion de que cualquier combinacién lineal de variables normales
independientes, sigue también una distribucién normal.

Para efectuar el calculo de probabilidades de variables normales, con media u y desviacion tipica
o, N( u, ), se debe transformar la variable a una variable normal tipificada, N(0,1), cuya funcidn
de distribucion esta tabulada para determinados valores y se obtiene directamente de tablas.
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