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1. Introduccion

Al iniciar el andlisis estadistico de una serie de datos, y después de |a etapa de deteccidn y correccion de
errores, un primer paso consiste en describir la distribucion de las variables estudiadas y, en particular, de
los datos numéricos. Ademéas de las medidas descriptivas correspondientes, el comportamiento de estas
variables puede explorarse gréficamente de un modo muy simple. Consideremos, como emplo, los
datos de la Figura 1a, que muestra un histograma de latension arterial sistélica de una serie de pacientes
isquémicos ingresados en una unidad de cuidados intensivos. Para construir este tipo de gréfico, se divide
€l rango de valores de la variable en intervalos de igual longitud, representando sobre cada intervalo un
rectangulo con &rea proporcional a nimero de datos en ese rango®. Uniendo |os puntos medios del
extremo superior de las barras, se obtiene el [lamado poligono de frecuencias. Si se observase unagran
cantidad de valores de la variable de interés, se podria construir un histograma en €l que las bases de los
recténgul os fuesen cada vez mas pequefias, de modo que el poligono de frecuencias tendria una
apariencia cada vez més suavizada, tal y como se muestraen laFigura 1b. Esta curva suave "asintética’
representa de modo intuitivo la distribucién tedrica de la caracteristica observada. Eslallamada funcion
de densidad.

Una de las distribuciones tedricas mejor estudiadas en |os textos de bioestadisticay més utilizada en la
préctica es ladistribucion normal, también llamada distribucién gaussiana?2# 2, Suimportancia se
debe fundamental mente a la frecuencia con la que distintas variables asociadas a fendmenos naturales y
cotidianos siguen, aproximadamente, esta distribucion. Caracteres morfoldgicos (como latalao el peso),
0 psicolégicos (como el cociente intelectual) son gjemplos de variables de las que frecuentemente se
asume que siguen una distribucion normal. No obstante, y aunque agunos autores® £ han sefialado que el
comportamiento de muchos pardmetros en el campo de la salud puede ser descrito mediante una
distribucién normal, puede resultar incluso poco frecuente encontrar variables que se gjusten a este tipo
de comportamiento.

El uso extendido de la distribucion normal en |as aplicaciones estadisticas puede explicarse, ademas, por
otrasrazones. Muchos de |os procedimientos estadisti cos habitualmente utilizados asumen la normalidad
de los datos observados. Aungue muchas de estas técnicas no son demasiado sensibles a desviaciones de
lanormal y, en general, esta hip6tesis puede obviarse cuando se dispone de un nimero suficiente de
datos, resulta recomendable contrastar siempre si se puede asumir 0 no unadistribucién normal. La
simple exploracion visual de los datos puede sugerir laformade su distribucién. No obstante, existen
otras medidas, gréficos de normalidad y contrastes de hipétesis que pueden ayudarnos a decidir, de un
modo mas riguroso, si la muestra de la que se dispone procede o no de una distribucion normal. Cuando
los datos no sean normales, podremos o bien transformarlos® o emplear otros métodos estadisticos que no
exijan este tipo de restricciones (los llamados métodos no paramétricos).

A continuacion se describiraladistribucién normal, su ecuacion mateméticay sus propiedades mas
relevantes, proporcionando algin g emplo sobre sus aplicaciones alainferencia estadistica. En laseccion
3 se describiran los métodos habituales para contrastar la hipétesis de normalidad.

2. La Distribucion Normal

Ladistribucién normal fue reconocida por primeravez por €l francés Abraham de Moivre (1667-1754).
Posteriormente, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) elabor6 desarrollos més profundos y formulé la
ecuacion de la curva; de ahi que también se la conozca, mas comdnmente, como la" campana de
Gauss'. Ladistribucion de unavariable normal esta completamente determinada por dos parametros, su

mediay su desviacion estandar, denotadas generalmente por M y © . Con estanotacion, la densidad de
lanormal viene dada por la ecuacion:
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gue determinala curva en forma de campana que tan bien conocemos (Figura 2). Asi, se dice que una
2
caracteristica <% sigue una distribucién normal de media M y varianza &, y se denota como

X = Wy,o) , si su funcion de densidad viene dada por la Ecuacion 1.

Al igual que ocurria con un histograma, en € que el area de cada rectangulo es proporcional al nimero de
datos en € rango de valores correspondiente si, tal y como se muestraen laFigura 2, en el gje horizontal
se levantan perpendiculares en dos puntosay b, € érea bajo la curva delimitada por esas lineasindicala
probabilidad de que lavariable de interés, X, tome un valor cualquiera en eseintervalo. Puesto quela
curva acanza su mayor aturaen torno alamedia, mientras que sus "ramas’ se extienden asint6ticamente
hacialos ges, cuando una variable siga una distribucién normal, serd mucho més probable observar un
dato cercano al valor medio que uno que se encuentre muy alejado de éste.

Propiedades de la distribucion normal:
Ladistribucion normal posee ciertas propiedades importantes que conviene destacar:

I. Tiene unaunicamoda, que coincide con su mediay su mediana.

I1. Lacurvanormal esasintéticaal eje de abscisas. Por €llo, cualquier valor entre ~ ™y + ©2 es
tedricamente posible. El dreatotal bajo la curvaes, por tanto, igual al.

I1l. Essimétrica con respecto asu media “ Segln esto, para este tipo de variables existe una
probabilidad de un 50% de observar un dato mayor que lamedia, y un 50% de observar un dato
menor.

IV. Ladistanciaentrelalineatrazadaenlamediay el punto de inflexion delacurvaesigua auna
desviacion tipica (=" ). Cuanto mayor sea = , més aplanada serala curva de la densidad.

V. El &eabajo lacurva comprendido entre |os val ores situados aproximadamente a dos desviaciones
estandar de lamediaesigual a0.95. En concreto, existe un 95% de posibilidades de observar un

valor comprendido en € intervalo (4 -1.960, u+ 1'965).

VI. Laformadelacampana de Gauss depende de los pardmetros # y © (Figura3). Lamediaindica

la posicién de la campana, de modo que para diferentes valores de Hia graficaesdesplazadaalo
largo del eje horizontal. Por otra parte, la desviacion estandar determina el grado de apuntamiento
delacurva. Cuanto mayor seael valor de = , més se dispersaran los datos en torno alamediay la
curvaseramas plana. Un valor pequefio de este parametro indica, por tanto, una gran probabilidad
de obtener datos cercanos a valor medio de la distribucion.

Como se deduce de este Ultimo apartado, no existe una Unica distribucion normal, sino unafamiliade
distribuciones con unaforma comun, diferenciadas por los valores de su mediay su varianza. De entre
todas ellas, lamas utilizada es ladistribucion normal estandar, que corresponde a una distribucion de
mediaOy varianzal. Asi, laexpresién que define su densidad se puede obtener de la Ecuacion 1,
resultando:

2
flz z]; —w{z<w
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Es importante conocer que, a partir de cualquier variable X que siga una distribucion N L“ : J:I , Se puede
obtener otra caracteristica Z con una distribucién normal esténdar, sin méas que efectuar la transformacion:

)

F

Ecuacion 2: =
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Esta propiedad resulta especial mente interesante en la préctica, ya que para una distribucién N{ U’l)
existen tablas publicadas (Tabla 1) apartir de las que se puede obtener de modo sencillo la probabilidad
de observar un dato menor o igual aun cierto valor z, y que permitiran resolver preguntas de probabilidad
acerca del comportamiento de variables de las que se sabe 0 se asume que siguen unadistribucién
aproximadamente normal.

Consideremos, por ejemplo, € siguiente problema: supongamos que se sabe que el peso de los sujetos de
una determinada poblaci6n sigue una distribucion aproximadamente normal, con unamediade 80 Kgy
una desviacion estandar de 10 Kg. ¢Podremos saber cud es la probabilidad de que una persona, elegida
a azar, tenga un peso superior a 100 Kg?

Denotando por X alavariable que representa el peso de los individuos en esa poblacion, ésta sigue una

distribucion 180:10) . distribucion fuese a de una normal esténdar podriamos tilizar la Tebla 1
paracalcular la probabilidad que nosinteresa. Como éste no es € caso, resultara entonces (til
transformar esta caracteristica segin la Ecuacién 2, y obtener lavariable;

_ X -80
10

=
parapoder utilizar dichatabla. Asi, la probabilidad que se desea calcular sera:

= Az >2)

PX »100) =P[Z >M]

Como €l areatota bgo lacurvaesigua al, se puede deducir que:
Pz >2)=1-PZ <

Esta tltima probabilidad puede ser facilmente obtenida a partir delaTabla 1, resultando ser

P(_Z s 2) =0.3772 . Por lo tanto, la probabilidad buscada de que una persona el egida al eatoriamente
de esa poblacién tenga un peso mayor de 100 Kg , es de 1-0.9772=0.0228, es decir, aproximadamente de
un 2.3%.

De modo andlogo, podemos obtener la probabilidad de que € peso de un sujeto esté entre 60 y 100 Kg:

60 -850 100 =307 _ |1

PlE0L X £100)=F LZ4 = Pl-24242)

DelaFigura 2, tomando a=-2 y b=2, podemos deducir que:
Pl-2<z<2)=pPlZ <21-P(Z <-2)

Pz <2)=05772

Por el gjemplo previo, se sabe que . Parala segunda probabilidad, sin embargo,

encontramos el problema de que las tablas estandar no proporcionan €l valor de P [‘Z Lz :I paravaores
negativos de lavariable. Sin embargo, haciendo uso de la simetria de la distribucién normal, se tiene que:

Plzc-21=Plz22)=1-PZ <2)=1-05772 =0.0228
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Finalmente, la probabilidad buscada de que una persona elegida al azar tenga un peso entre 60 y 100 Kg.,
es de 0.9772-0.0228=0.9544, es decir, aproximadamente de un 95%. Resultainteresante comprobar que
se obtendriala misma conclusion recurriendo ala propiedad (111) de la distribucion normal.

No obstante, es facil observar que este tipo de situaciones no corresponde alo que habitual mente nos
encontramos en la practica. Generalmente no se dispone de informacion acerca de la distribucion tedrica
de la poblacién, sino que més bien el problema se plantea alainversa: apartir de una muestra extraida al
azar de la poblacion que se desea estudiar, se realizan una serie de mediciones y se desea extrapolar los
resultados obtenidos a la poblacion de origen. En un gjemplo similar a anterior, supongamos que se
dispone del peso de n=100 individuos de esa misma poblacion, obteniéndose una media muestral de

A =175 Kg, Y unadesviacion estandar muestral A= 1d K g, querriamos extraer alguna conclusion
acercadel valor medio real de ese peso en lapoblacién original. La solucion a este tipo de cuestiones se
basa en un resultado elemental de lateoria estadistica, € |lamado teorema central del limite. Dicho
axioma viene a decirnos que las medias de muestras aleatorias de cualquier variable siguen ellas mismas
unadistribucion normal con igual media que lade la poblacién y desviacion estandar 1a de la poblacion

dividida por “-"{; . En nuestro caso, podremos entonces considerar la media muestral
X = N| u, 7
n

con lo cual, apartir de lapropiedad (111) se conoce que aproximadamente un 95% de los posibles valores

de X caerian dentro del intervalo

[ 1.9 1.96c
- .

TR

Puesto que los valores de M y & son desconocidos, podriamos pensar en aproximarlos por sus andlogos
1.26x12 1.96x12
78+ = [75.6,80.3)

[?8 - ;

muestrales, resultando "‘h 00 """rl 00 . Estaremos, por lo tanto, un
95% seguros de que el peso medio real en la poblacién de origen oscilaentre 75.6 Kgy 80.3 Kg. Aunque
lateoria estadistica subyacente es mucho méas compleja, en lineas generales éste es el modo de construir
un interval o de confianza para la media de una poblacion.

3. Contrastes de Normalidad

Laverificacion de la hipétesis de normalidad resulta esencial para poder aplicar muchos de los
procedimientos estadisticos que habitualmente se mangjan. Tal y como ya se apuntaba antes, lasimple
exploracion visua de los datos observados mediante, por gemplo, un histograma o un diagrama de cgjas,
podra ayudarnos adecidir si esrazonable o no €l considerar que proceden de una caracteristica de
distribucién normal. Como gjemplo, consideremos |os histogramas que se muestran en la Figura 4a,
correspondientes a una muestra de 100 mujeres de las que se determind su peso y edad. Para el caso del
peso, ladistribucién se asemeja bastante ala de unanormal. P arala edad, sin embargo, es claramente
asimétricay diferente de la gaussiana.

Resulta obvio que este tipo de estudio no puede llevarnos sino a obtener una opinién meramente subjetiva
acercade la posible distribucion de nuestros datos, y que es necesario disponer de otros métodos mas
rigurosos para contrastar este tipo de hipétesis. En primer lugar, deberemos plantearnos el saber si los
datos se distribuyen de una forma simétrica con respecto a su media o presentan algun grado de asimetria,
pues es ésta una de las caracteristicas fundamentales de la distribucion de Gauss. Aungue la simetria de
la distribucién pueda valorarse, de modo simple, atendiendo a algunas medidas descriptivas de la variable
en cuestion® (comparando, por gjemplo, los valores de media, medianay moda), resultara Gtil disponer de
algun indice que nos permita cuantificar cualquier desviacion. Si se dispone de una muestra de tamafio n,

{xl e x”} de una caracteristica X, se define el coeficiente de asimetria de Fisher como:
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= (5 - 5)

iml
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apartir del cual podemos considerar que una distribucion es simétrica ( v =0), asimétricahaciala

izquierda (}’ <0) o hacialaderecha (7" >0). En segundo lugar, podemos preguntarnos si la curva es mas o
menos "aplastada’, en relacion con el grado de apuntamiento de una distribucion gaussiana. El
coeficiente de aplastamiento o curtosis de Fisher, dado por:

A
2 [ég(xi_ﬂﬂr

permite clasificar unadistribucion de frecuencias en mesocurtica (tan aplanada como una normal,
¥z =0 ), leptoctrtica (més apuntada que una normal, 2 >0 ) 0 platicirtica (més aplanada que una
normal, # <0y,

Siguiendo con los gjemplos anteriores, y tal y como cabia esperar, € coeficiente de asimetria tomaun

valor mayor paraladistribucion delaedad (1 =~ % 713) que paradl peso observado (¥1 = 137,
En cuanto alos niveles de curtosis, no hay apenas diferencias, siendo de —0.320 para el peso y de —0.366
paralaedad.

Los gréficos de probabilidad normal constituyen otra importante herramienta gréfica para comprobar s
un conjunto de datos puede considerarse o no procedente de una distribucion normal. Laideabasica
consiste en enfrentar, en un mismo grafico, |os datos que han sido observados frente a | os datos tedricos
gue se obtendrian de una distribucion gaussiana. Si la distribucién de la variable coincide con lanormal,
|os puntos se concentrardn en torno a unalinea recta, aungque conviene tener en cuenta que siempre
tendera a observarse mayor variabilidad en los extremos (Figura 4a, datos del peso). En los graficos P-P
se confrontan las proporciones acumuladas de una variable con las de una distribucion normal. Los
graficos Q-Q se obtienen de modo analogo, esta vez representando 10s cuantiles respecto a los cuantiles
deladistribucion normal. Ademas de permitir valorar la desviacién delanormalidad, los gréficos de
probabilidad permiten conocer la causa de esa desviacion. Unacurvaen formade "U" o con aguna
curvatura, como en €l caso delaedad en la Figura 4b, significa que la distribucion es asimétrica con
respecto ala gaussiana, mientras que un grafico en formade "S" significara que la distribucién tiene colas
mayores 0 menores que lanormal, esto es, que existen pocas 0 demasi adas observaciones en las colas de
ladistribucién.

Parece 16gico que cada uno de estos métodos se complemente con procedimientos de andlisis que
cuantifiquen de un modo més exacto las desviaciones de la distribucion normal. Existen distintos tests
estadisticos que podemos utilizar para este propdsito. El test de Kolmogorov-Smirnov esel més
extendido en lapréactica. Se basa en laideade comparar la funcion de distribucion acumulada de los
datos observados con la de una distribucién normal, midiendo la maxima distancia entre ambas curvas.
Como en cualquier test de hipétesis, la hipétesis nula se rechaza cuando €l valor del estadistico superaun
cierto valor critico que se obtiene de unatabla de probabilidad. Dado que en la mayoria de los paquetes
estadisticos, como el SPSS, aparece programado dicho procedimiento, y proporciona tanto el valor del
test como € p-valor correspondiente, no nos detendremos mas en explicar su calculo. Existen
modificaciones de este test, como € de Anderson-Darling que también pueden ser utilizados. Otro
procedimiento muy extendido es también el test chi-cuadrado de bondad de gjuste. No obstante, este tipo
de procedimientos deben ser utilizados con precaucion. Cuando se dispone de un nimero suficiente de
datos, cualquier test sera capaz de detectar diferencias pequefias alin cuando estas no sean relevantes para
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lamayor parte de los propésitos. El test de Kolmogorov-Smirnov, en este sentido, otorga un peso menor
alas observaciones extremas y por latanto es menos sensible alas desviaciones que norma mente se
producen en estos tramos.

Para acabar, observemos el resultado de aplicar € test de Kolmogorov-Smirnov alos datos de la Figura
4. Parael caso del peso, el valor del estadistico proporcionado por dicho test fue de 0.705, con un p-valor
correspondiente de p=0.702 que, al no ser significativo, indica que podemos asumir unadistribucion
normal. Por otra parte, para€el caso delaedad, en € que ladistribucion muestral era mucho més
asimétrica, €l mismo test proporciond un valor de 1.498, con p=0.022, lo que obligaria arechazar en este
caso la hip6tesis de una distribucién gaussiana.

Recursos relacionados en Internet

e Normal Density Plotter (UCLA Department of Statistic)
Pagina que permite obtener la representacion gréfica de la densidad de una distribucion normal
de mediay desviacion estandar dados por €l usuario.

o SurfStat Statistical Tables - Standard Normal Distribution (University of Newcastle)
Péagina que permite calcular, a partir de una distribucién normal estandar, la probabilidad
acumulada hasta un cierto valor, o la probabilidad de tomar un valor en un intervalo. Asi mismo,
permite realizar los calculos inversos, es decir, obtener €l p-cuantil de una distribucién normal
estandar.

e Normal Density Calculator (UCLA Department of Statistic)
Permite obtener, bajo una distribucion normal, la probabilidad de observar un valor mayor o
igual que uno dado. La ventagja es que permite hacerlo no sélo parala distribucién normal
estandar, sino paravalores de lamediay desviacion estandar dados por €l usuario.

e  Matt's spiffy normal plot maker (UCLA Department of Statistic)
Se introducen los datos de lavariable deinteres y produce € gréfico Q-Q de probabilidad
normal correspondiente, que puede ser facilmente exportado a otros programas.

e Calculation of 95% Confidence Interval on a Sample Mean (Arizona State University)
A partir del valor delamediay la desviacion estandar muestral, calcula el 95% intervalo de
confianza parala media poblacional.
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Figura 1. Histograma de los valores de tension arterial sistolica para

dos muestras de pacientes isquémicos ingresados en una unidad de
cuidados intensivos.

Figura la.- Valores de tensién arterial sistélica en una muestra de
1000 pacientes isquémicos ingresados en UCI.
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Figura 2. Grafica de una distribuciéon normal y significado del area

bajo la curva.

FlazsX=hk)
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Tabla 1. Areas bajo la curva normal estandar. Los valores de la tabla
gque no se muestran en negrita representan la probabilidad de

observar un valor menor o igual a z. La cifra entera y el primer
decimal de z se buscan en la primera columna, y el segundo decimal
en la cabecera de la tabla.

PZ=z)=] floa

<

Segunda cifra decimal del valor de z

z 0.00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359
0.1 .5398 .5438 .5478| .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753
0.2 .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141
0.3 .6179 .6217 .6255| .6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517
0.4 .6554 .6591 .6628| .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879
0.5 .6915 .6950 .6985/ .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224
0.6 .7257 .7291 .7324| .7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549
0.7 .7580 .7611 .7642| .7673| .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852
0.8 .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133
0.9 .8159 .8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389
1.0 .8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8577 .8599 .8621
1.1 .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830
1.2 .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015
1.3 .9032 .9049 .9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9147 .9162 9177
1.4 .9192 .9207 .9222 .9236 .9251 .9265 .9279 .9292 .9306 .9319
1.5 .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441
1.6 .9452 .9463 .9474 .9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545
1.7 .9554 .9564 .9573 .9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633
1.8 .9641 .9649 .9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 .9706
1.9 .9713 .9719 .9726 .9732 .9738 .9744 .9750 .9756 .9761 .9767
2.0 .9772 .9778 .9783| .9788 .9793 .9798 .9803 .9808 .9812 .9817
2.1 .9821 .9826 .9830| .9834 .9838 .9842 .9846 .9850 .9854 .9857
2.2 .9861 .9864 .9868 .9871 .9875 .4878 .9881 .9884 .9887 .9890
2.3 .9893 .9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 .9916
2.4 .9918 .9920 .9922| .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936
2.5 .9938 .9940 .9941| .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952
2.6 .9953 .9955 .9956/ .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964
2.7 .9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 .9974
2.8 .9974 .9975 .9976| .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981
2.9 .9981 .9982 .9982 .9983 .9984 .9984 .9985 .9985 .9986 .9986
3.0 .9987 .9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990 .9990
3.1 .9990 .9991 .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 .9993
3.2 .9993 .9993 .9994| .9994 .9994 .9994 .9994 .9995 .9995 .9995
3.3 .9995 .9995 .9995/ .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9997
3.4 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9998
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Investigacion: La distribucién normal 10/12

Figura 3. Ejemplos de distribuciones normales con diferentes parametros.

[=] Distribuciones normales con distinta desviacdn estdndar eigud media

[b] D stribuei ones nomales con diferertes medias e iguel desviacidn estandar
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Investigacion: La distribucion normal 11/12

Figura 4. Histogramas y gréaficos de probabilidad normal de los

valores de peso y edad en dos muestras de pacientes.

Figura 4a.- Histogramas
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Figura 4b.- Graficos Q-Q de probabilidad.
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Investigacion: La distribucion normal 12/12
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